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Inleiding

Wiskunde & Filosofie? Deze combinatie zal waarschijnlijk niet als eerste bij je
opkomen. Toch zijn er genoeg raakvlakken. Zowel bij Wiskunde als bij Filosofie
zijn kritisch nadenken en een goede redenering belangrik. Door gebruik te
maken van goede argumenten kun je een uitspraak onderbouwen. Naast
(wiskundige) uitspraken die we gaan bewijzen of weerleggen, zal in deze
lessenserie  naar de Propositielogica worden toegewerkt. Met de
waarheidstabellen uit de Propositielogica kunnen we moeilijke vraagstukken
met een aantal rekenregels snel oplossen. De daarin gebruikte notatie zal je
waarschijnlijk eerder aan Wiskunde dan aan Filosofie doen denken.

Deze lessenserie Wiskunde & Filosofie bestaat uit acht lessen, vier
huiswerkopdrachten en een afsluitende toets. De huiswerkopdrachten en de
toets maak je in Brainbox. De lessenserie telt als handelingsdeel. De
voorwaarden voor dit handelingsdeel kun je in de studiewijzer terugvinden.
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Logica

Logica is fraditioneel de wetenschap van het redeneren en begint bij de
oude Grieken. De Griekse filosoof Aristoteles (+ 384-322 v. Chr.) wordt
beschouwd als de grondlegger van de Logica. Hij ontwikkelde een theorie
van syllogismen. Syllogismen zijn redeneervormen. Er zijn 256 mogelike
syllogismen. Aristoteles dacht dat er hiervan 19 geldig waren. Later bleken
dat er slechts 17 te zijn. Het bekendste syllogisme van Aristoteles is:

Alle mensen zijn sterfelijk,
Socrates is een mens,
Dus Socrates is sterfelijk.

De volgende redenering gaat echter fout. Geef voordat je verder leest
antwoord op de volgende vraag: ‘Wat zou je kiezen: eeuwig geluk of een
broodje kaas?’' De meeste mensen zullen eeuwig geluk kiezen, dus dan geldt:

Niets is beter dan eeuwig geluk,
Een broodje kaas is beter dan niets,
Dus een broodje kaas is beter dan eeuwig geluk.

De Logica van de Grieken was niet volledig. Toch is
er 2000 jaar niets mee gebeurd. Pas in de
negentiende eeuw kwam de Duitse wiskundige,
logicus en filosoof Gottlob Frege (1848-1925) met de
Moderne Logica, die bestaat uit de
‘Propositielogica’ en de ‘Predikatenlogica’. De
Propositielogica gaat over uitspraken, waarvan we
er in deze lessenserie verschillende gaan bekiken.
De Predikatenlogica gaat over eigenschappen.
Sindsdien heeft de Logica
een inhaalslag gemaaokt. Tot op de dag van
vandaag houden onder andere wiskundigen en
flosofen zich bezig met Logica. Maar ook in de
Informatica komt Logica terug. De Engelsman Alan
Turing (1912-1954) is de stamvader van de
Informatica. Hij ontwikkelde de zogenaamde Turing
machine, die een basis bood voor het onftcijferen
van Duitse geheime boodschappen tijdens de
Tweede Wereldoorlog. Ook wordt er in de
Informatica gebruik gemaakt van Logische
Schakelingen.
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Les 1: Introductie + beweringen

We beginnen deze lessenserie met het redeneren in een kaartspel dat
groene en rode kaarten bevat. Je krijgt steeds €én kaart in een rijtje van vijf te
zien. We bekijken de kaartjes van links naar rechts. Aan jou de taak om de
kleur van de andere kaarten te voorspellen! De regel die daarbij hoort:

‘Als een kaart in het rijtje rood is,
dan is de volgende kaart in het rijtie ook rood.’

De spelregels:

1) Het spel speel je in tweetallen. De tweetallen
worden door de docent samengesteld.

2) Verdeel de rollen voor de eerste ronde:
‘voorspeller’ en ‘toezichthouder’.

3) De docent schudt de kaarten en hangt vijf
willekeurige kaarten volgens bovenstaande regel
met de zwarte zijde naar voren aan het bord.

4) De docent vraagt de voorspellers welke kaart ze
graag willen zien. De meeste stemmen gelden!

5) De voorspeller vult nu op het werkblad (zie volgende pagina) achter ‘het
gegevenrijtie’ de kaart in die is omgedraaid. Maak hierbij gebruik van
kleurpotloden of de letters ‘R’ voor rood en ‘G’ voor groen.

6) De voorspeller probeert nu de rij ‘jouw voorspelling’ zo goed mogeliik in te
vullen waarbij hij bovenstaande regel in gedachten houdt.

7) Hierna geeft de voorspeller het werkblad aan de toezichthouder. De
toezichthouder vult de rij ‘het gegevenrijtje’ verder in nadat de docent
alle kaarten heeft omgedraaid. Vervolgens vult hij de rij ‘score’ als volgt
in: + voor een goede voorspelling, = voor een onjuiste voorspelling en X als
er geen voorspelling is gedaan.

8) De toezichthouder bepaalt het totaal aan plusjes, kruisjes en minnetjes en
zet deze in de tabel ‘score ronde’.

?) Wissel de rollen: ‘voorspeller’ wordt ‘toezichthouder’ en ‘toezichthouder’
wordt ‘voorspeller’.

10) Herhaal stap 3 t/m 9 totdat er vijff rondes geweest zijn.

11) De toezichthouder zet het totaal aan plusjes, kruisjes en minnetjes van de
vijf rondes in de tabel ‘totale score’.

12) De winnaar is het team met de meeste plusjes. Bij gelikstand wint van hen
het team met de minste minnetjes.

Het winnende team krijgt natuurlijk een leuk prijsje van de docent.
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Werkblad bij het kaartspel:

‘Als een kaart in het rijtie rood is,

dan is de volgende kaart in het rijtjie ook rood.’

het gegeven rijtje

Score ronde 1

Ronde 1 | jouw voorspelling + | X | -
score
het gegevenrijtje Score ronde 2
Ronde 2 | jouw voorspelling X -
score
het gegeven rijtje Score ronde 3
Ronde 3 | jouw voorspelling | X |-
score
het gegeven rijtje Score ronde 4
Ronde 4 | jouw voorspelling + | X | -
score
het gegeven rijtje Score ronde 5
Ronde 5 | jouw voorspelling X |-
score
Totale score
+ X -
AdM 2006/2007 Pagina: é
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# Opdracht 1:

Probeer met je medespeler onderstaande vragen zo goed mogelik te
beantwoorden.

a)Hoeveel juiste voorspellingen kun je in elk spel maken bij een rijtje van
viff kaarten? Geef een duidelijke toelichting.

Hint: Wat zijin de mogelikheden als je de eerste kaart te zien krijgte Als
de eerste kaart rood is, dan weet je dus..., maar als de eerste kaart
groen is, dan... Hoe zit dat bij het zien van de tweede kaarte
Enzovoorts.

b) Welke van de vijf kaarten wil jij het liefst omgedraaid zien?
En welke invloed heeft de omgedraaide kaart op jouw voorspelling?

c)Bespreek je antwoorden met een ander team.
Beschrijf hieronder de verschillen.

De komende lessen zullen we nog regelmatig terugkiken naar deze kaartjes.
Daarvoor moet we echter eerst wat meer weten van de als...dan...-
beweringen. En wat is een bewering eigenilijk?
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Beweringen

In het spel met de rode en groene kaartjes werkte je met de volgende regel:
“Als een kaart in het rijtje rood is, dan is de volgende kaart in het rijtfje ook
rood.” Van de vijf kaarten kreeg je er eentie te zien. Met redeneren
probeerde je de rest zo goed mogelik in te vullen. Redeneren doe je eigenlijk
elke dag. Een paar voorbeelden:

- als ik hard fiets, dan kan ik het groene verkeerslicht halen

- als ik dit handelingsdeel niet doe, (dan) mag ik geen examen doen

# Opdracht 2:

Verzin zelf nog twee van dit soort als...dan...-redeneringen.

Voordat we gaan redeneren in de wiskunde, moeten we weten wat een
bewering is. De bewering 'Wortels van gehele getallen zijn nooit kleiner dan
0’ is een ware bewering. Maar de bewering ‘8 is kleiner dan 7’ is onwaar. Een
bewering is dus een uitspraak die waar of onwaar is. Een bewering waarvan
we nog niet weten of zij waar is, noemen we een vermoeden of hypothese.

# Opdracht 3:

Geef aan of de volgende uitspraken beweringen zijn.

Lo ja, geef aan of ze waar of onwaar zijn. Bewering: |70 ja:
a) Amsterdam is de hoofdstad van Noord-

Holland. Ja/Nee [Waar/ Onwaar
b)Hoe gaat hete Ja /Nee [Waar/ Onwaar
c) Een vierkant heeft vier gelijke zijden. Ja/Nee |Waar/ Onwaar
d)4+2 Ja/Nee |Waar/ Onwaar
e)4+2=8 Ja/Nee |Waar/ Onwaar
f) een dagen 3 uur Ja/Nee |Waar/ Onwaar
vervolg op pagina 9
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Bewering:

/0 ja:

g) Als ik een driehoek heb, dan is de
hoekensom 180°. Ja / Nee

h) Kim zit 's ochtends op school of spijpoelt.  Ja / Nee
i) Ik vind haar run. Ja / Nee

j) Stiintje is op zaterdag en op zondag
geboren. Ja / Nee

Waar / Onwaar
Waar / Onwaar
Waar / Onwaar

Waar / Onwaar

Ook in de wiskunde redeneer je regelmatig om tot een goede oplossing te
komen. In les 2 zullen we wiskundige beweringen gaan onderzoeken.

L/

Tekening: Geert Setola
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Huiswerk 1

Huiswerk 1 bestaat vit de volgende twee opdrachten:

e Huiswerk 1a: Kaartjes
In Brainbox staan twaalf rijtjes van vijf kaarten. Elke
kaart is rood (R) of groen (G) gekleurd. We bekijken
de kaartjes van links naar rechts. Aan jou de taak
om na te gaan of elk rijtie aan de gegeven regel
‘Als een kaart in het rijtie rood is, dan is de
volgende kaart in het rijtie ook rood.’ voldoet.

e Huiswerk 1b: Beweringen
In deze Brainboxopdracht worden opdracht 2 en 3, die je hierboven
gemaakt hebt, gecombineerd. Nadat je jouw redeneringen uit opdracht
2 hebt overgenomen, wordt gevraagd of jouw redeneringen ook
beweringen zijn. Daar hoort natuurlijk een verklaring bij. Verder krijg je wat
gegevens waarvan je een ware bewering moet maken. En in de laatste
vraag mag je je creativiteit laten zien door met de meest originele
bewering te komen.
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Les 2: Redeneren en bewijzen

In de vorige les hebben we al een aantal beweringen bekeken. Om te
onderzoeken of een wiskundige bewering waar is, kun je niets anders doen
dan redeneren. Door enige redeneringen achter elkaar te houden kun je
zo'n bewering vaak bewijzen. Een eigenschap of bewering die je kunt
bewijzen heet een stelling.

Laten we eens naar een stelling gaan kijken:
‘In een vierhoek is de som van de hoeken 360°.’

Deze stelling kunnen we herschrijven tot een als...dan...-bewering:
‘Als ik een vierhoek heb, dan is de som van de hoeken 360°.’

We gaan dit voor elke vierhoek bewijzen. Je kunt dan dus géén vierhoek
vinden waarvan de som van de hoeken geen 360° is.

Bewijs:

Teken een willekeurige vierhoek ABCD (zie figuur D 2
hiernaast). Als ik een vierhoek heb, dan kan hem

altijd in twee driehoeken verdelen. Daarom

tekenen we ook de diagonaal AC.

De vierhoek is nu verdeeld in twee driehoeken:

AACD en AABC. We weten al dat de som van de

hoeken in een driehoek gelik is aan 180° (weet je
nog waarom?e).

Dus: In AACD is ZA1 + LCy + «D = 180°
In AABC is ZAo + LCo + /B = 180° +
ZAV+ LA+ £Cr +£Co+ /D + /B = 180° +180° = 360°
Dus: A+ ZC + /D + /B= 360°

Q.E.D.

Q.E.D. is de afkorting van het Latijnse “quod erat demonstrandum”. Letterlijk
vertaald: “dat wat bewezen moest worden”. Van oudsher is het gebruikelijk
een bewijs met deze afkorting af te sluiten. De gewoonte om wiskundige
beweringen te bewijzen is ontstaan bij de Grieken ruim 600 jaar voor Christus.
In de eerste eeuw voor Christus schreef Euclides in dertien boeken een
samenvatting van een flink deel van de wiskundige kennis die de Grieken
hadden opgebouwd. Zijn werk heet ‘de Elementen’. ledere steling wordt
daarin bewezen. Ruim tweeduizend jaar zijn de Elementen als leerboeken
gebruikt. Maar ook nu nog maken wij gebruik van die kennis.
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# Opdracht 4.

Bewering: ‘Een vijfhoek kan ik in drie driehoeken verdelen.’

a) Herschrijf deze bewering naar een als...dan...-bewering.

b)Laat zien dat deze bewering juist is.
Teken hiervoor een willekeurige vijffhoek PQRST.

c)Vulin:
Stelling: ‘De som van de hoeken in een vijfhoek is gelik aan °.

d) Probeer het bewijs van de stelling uit opgave ¢ netjes uit te schrijven.
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Tegenvoorbeeld

In de bewijzen op pagina 11 en 12 kozen we voor een willekeurige vierhoek
en voor een willekeurige vijfhoek. Dat woordje ‘willekeurig’ is belangrijk. Had
je bij het bewijs over de hoekensom in een vierhoek voor een vierkant
gekozen, dan weet je nog niet of de bewering ook waar is voor bijvoorbeeld
een rechthoek, parallellogram of vlieger. Door een willekeurige vierhoek te
kiezen geef je een bewis voor alle

vierhoeken. De bewering is dus waar i Ml
voor elke vierhoek. (i {
Soms Ilukt het echter niet om een

vermoeden te bewijzen. Misschien is het
vermoeden wel onjuist. Dan kun je op
zoek gaan naar een tegenvoorbeeld.
Eén tegenvoorbeeld is voldoende, want
dan heb je aangetoond dat het
vermoeden inderdaad niet juist is.

waterdicht

1 - L
| s

Laten we eens naar een vermoeden gaan kijken:
‘In elke vierhoek snijden de diagonalen elkaar middendoor.’

Dit lijkt een mooie ware bewering. De

bewering is juist voor een vierkant, een
rechthoek, een parallellogram en een ruit.
Juiste voorbeelden zijn echter nog geen
bewijs. Wilen we het vermoeden
bewijzen, dan moet de bewering voor

elkenwnlekeunge werhoek waar zjn. Een In een parallellogram snijden
bewijs kunnen we niet geven, want het de diagonalen elkaar
vermoeden is onjuist. De bewering s middendoor.

namelijk niet waar voor een vlieger.

Met één tegenvoorbeeld hebben we nu het
vermoeden ontkracht. De bewering ‘in elke vierhoek
snijden de diagonalen elkaar middendoor’ is dus
onwadar.

In een vlieger snijden
de diagonalen elkaar
niet middendoor.
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# Opdracht 5:

Bewering: ‘Elke vierhoek heeft minstens €één rechte hoek.’

a) Herschrijf deze bewering naar een als...dan...-bewering.

b) Voor welke vierhoeken is deze bewering juist?

c) De bewering is echter onjuist. Geef minstens drie tegenvoorbeelden.
Een tekening kan daarbij helpen.

# Opdracht é:

Bewering: ‘In een vierhoek is elke hoek altijd kleiner dan 180°.’
Geef een tegenvoorbeeld bij deze bewering.
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We hebben nu een aantal meetkundige beweringen bekeken. Maar ook op
andere gebieden van de wiskunde kun je vermoedens bewijzen of
ontkrachten met een tegenvoorbeeld. In de volgende opgave ga je een
vermoeden uit de getaltheorie onderzoeken.

# Opdracht 7:

Vermoeden:

‘De wortel uit een geheel getal is altijd kleiner dan het getal zelf.’

Bijvoorbeeld: V4 =2 en 2<4 of 25=5 en 5<25.

a)lLever een bewijs of geef een tegenvoorbeeld.

b)Hoe zit het met hogere machtswortels (%/_ of Q/_)Z

B ——

[lEEH V[E RDE MACHTSWERTEL -.f—]

£ DAT V;EREH ";I'E

MET
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Les 3: Vervolg redeneren en bewijzen

Vraag je vader, moeder, een goede kennis of iemand op straat naar
wiskunde en het eerste wat bij hem of haar zal opkomen is a” +b? =c?. Dat is
waarschijnlijk de bekendste steling in de wiskunde: de stelling van
Pythagoras. In woorden kun je de steling van Pythagoras als volgt
weergeven: ‘In elke rechthoekige driehoek is (ene rechthoeksziide)? +
(andere rechthoekszijde)? = (schuine zijde)?2.’

Hier kun je ook een als...dan...bewering van maken: ‘Als ik een rechthoekige
driehoek heb, dan geldt (ene rechthoekszijde)? + (andere rechthoekszijde)? =
(schuine zijde)2.’

De rechthoeksziiden zijn de
ziilden bij de rechte hoek. De
schuine zijde ligt tegenover
de rechte hoek en is de
langste zilde van de driehoek.

rechthoekszijde

In klas 2 heb je met hokjes
tellen aangetoond dat de
steling waar moest zijn, maar
kunnen we ook een net bewijs rechthoekszijde
gevens?

# Opdracht 8:

Bewering: ‘Als ik een rechthoekige driehoek heb, dan geldt (ene
rechthoekszijde)? + (andere rechthoekszijde)? = (schuine zijde)?2.’

Om dit te bewijzen nemen we vier gelike rechthoekige driehoeken, die
met hun schuine zijden een vierkant insluiten:

b
2 . a)Laten we voordat we het algemene
geval gaan bewiizen eerst eens naar
a een getallenvoorbeeld kiken. Neem
L a=3cmenb =4cm.Berekenc.
zijde kwadraat
b a=3
? b=4
+
b " a c= Dus c = cm.
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b)We kunnen nu de opperviakte van het grote vierkant en van het
ingesloten vierkant bepalen. Vul in:

Het grote vierkant heeft zijden van + = cm.

De oppervlakte van het grote vierkant is dan: cm2,
Het ingesloten vierkant heeft ziden van _____ cm (zie a).

De oppervliakte van het ingesloten vierkant is dan: cm2,

De oppervliakte van het grote vierkant moet dus gelijk zijn aan de
oppervliakte van het ingesloten vierkant + de opperviakte van de vier
driehoeken.

De opperviakte van €én driehoek is - . = cm?2,

De oppervliakte van de vier driehoeken is dan: cm2,

Dus: opp. grote vierkant = opp. ingesloten vierkant + opp. 4 driehoeken

Dus: cm? = + = cm?.

Klopft!

c)In dit getallenvoorbeeld hebben we bij a al de stelling van Pythagoras
gebruikt terwijl we die stelling juist willen bewijzen. Laten we daarom de
stappen van b nu eens met letters uitschrijven.

Het grote vierkant heeft zijden van lengte +
De oppervlakte van het grote vierkant is dan:

(—+___ )= ) - ( ) =

Het ingesloten vierkant heeft zijden van lengte .

De oppervlakte van het ingesloten vierkant is dan:

De oppervlakte van het grote vierkant moet dus gelijk zijn aan de
oppervlakte van het ingesloten vierkant + de opperviakte van de vier
driehoeken.

De oppervlakte van één driehoek is -

De oppervliakte van de vier driehoeken is dan:
Dus: opp. grote vierkant = opp. ingesloten vierkant + opp. 4 driehoeken

Dus:

Oftewel: (de stelling van Pythagoras!) Q.E.D.
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d)Beschrijf in je eigen woorden waarom het gegeven bewijs in opgave ¢
juist is. Hoe weet je bijvoorbeeld dat het ingesloten vierkant met zijden
van lengte ¢ een vierkant ise

Sl el e e eteen In opdracht 8 heb je de stelling

het Griekse eiland Samos van Pythagoras bewezen.
Waarschijnlik heeft Pythagoras
zelf een ander bewijs gegeven.
Pythagoras (+ 580-496 v. Chr.)
werd op het Griekse eiland
Samos geboren. Hij heeft veel
gereisd en maakte daardoor
kennis met wiskundige methoden
die de Egyptenaren en
Babyloniérs (inwoners van het
huidige Irak en omgeving)
gebruikten. In Zuid-ltalié stichtte
hij een school waar men
4 Wiskunde, Sterrenkunde,
| Muziektheorie, maar  vooral
Filosofie bestudeerde. Pythagoras
probeerde alles met behulp van
. getallen te weten te komen:
~ ‘alles is getal.” Aan hem wordt
dan ook de ontdekking van de
e e W VPR T ~ getalsverhoudingen in  muziek

SRS SSSIRERNEEEERREE  {oegeschreven.

In de Wlskunde is Py’rhogoros dus vooral bekend vanwege de stelling van
Pythagoras. De steling was echter niet nieuw. Zij werd al vele eeuwen
gebruikt, maar was nog nooit bewezen. Pythagoras bracht daar verandering
in. De mythe gaat dat hij na het vinden van zijn bewijs honderd ossen aan de
goden offerde. Jouw bewijs uit opdracht 8 en het bewijs van Pythagoras zijn
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niet de enige bewijzen. Zo hebben bijvoorbeeld Leonardo da Vinci (1452-
1519) en de Amerikaanse president James Abram Garfield (1831-1881) de
stelling ook bewezen. In 1914 had de Nederlander Jan Versluys (1845-1920) 96
verschillende bewijzen in een boekje verzameld. De Amerikaan Elisha Scott
Loomis (1852-1940) wist er echter nog meer te verzamelen en kwam in 1927
met meer dan 250 bewijzen.

In het huiswerk ga je nog wat verder met bewijzen in de vlakke meetkunde. In
les 4 zullen we ook nog een door wiskundigen veel gebruikte bewijsmethode
bekijken: bewijzen met behulp van inductie. Inductie komt uit het Latijn en is
een wijze van redeneren waarbij je van het bijzondere naar het algemene
geval gaat.

Lufraad

SADEDI-ARABIE

Koninkrijk Babylonié
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Kaartjes
We gaan terug naar de kaartjes uit les 1. Bij de kaartjes hoorde de volgende
regel:

‘Als een kaart in het rijtje rood is,
dan is de volgende kaart in het rijtje ook rood.’

Bij je voorspellingen met het kaartspel en in opdracht 1T kwam je er achter dat
je de regel alleen van links naar rechts kunt lezen. Blader nog even terug: Wat
weet je over de andere kaarten als een bepaalde kaart rood (R) is¢ En hoe zit
het met een groene (G) kaart?e

# Opdracht 9:

Hieronder staan vier rijties van vijf kaarten. Bij elk rijtie is één kaart
gegeven. Een kaart is rood (R) of groen (G) gekleurd. Probeer de rijtjes zo
compleet mogelijk te maken. Zet een R op de kaart als een kaart rood
moet zijn, zet een G op de kaart als de kaart groen moet zijn en zet een X
op de kaart als je niet kunt weten of de kaart rood of groen moet zijn.
Gebruik daarbij bovenstaande regel.

a) R ;

Met behulp van opdracht 9 kunnen
we nu de volgende conclusies
trekken: Als er een rode kaart gegeven is, zijin de kaarten daarna ook rood.
Maar je kunt niets zeggen over de kaart ervoor, die kan zowel rood als groen
zijn. Laat staan dat je iets kunt zeggen over de andere kaarten daarvoor.

Bij een groene gaat dat net andersom. Als een bepaalde kaart groen is, dan
moeten alle kaarten daarvoor ook groen zijn. Maar je kunt niets zeggen over
de kaart daarna, die kan zowel rood als groen zijn. Laat staan dat je iets kunt
zeggen over de andere kaarten daarna.
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Huiswerk 2

Huiswerk 2 bestaat uit de volgende twee opdrachten:

e Huiswerk 2a: Bewijzen
In deze Brainboxopdracht word je C
gevraagd een bewijsie af te maken.
Daarbij moet je weten wat een
buitenhoek is: in de figuur hiernaast is
/B> de buitenhoek van hoek B in
driehoek ABC.
Daarnaast word je gevraagd zelf een
meetkundige bewering te verzinnen en
deze te bewijzen als zij waar is of een 1.2
tegenvoorbeeld te geven als zij onwaar A B
is.

e Huiswerk 2b: Kaarijes
In Brainbox staan twaalf rijties van vijf kaarten. Bij elk rijtje zijn vier kaarten
gegeven. Een vijffde kaart ligt nog omgekeerd. Je weet niet of die kaart
rood (R) of groen (G) gekleurd is. We bekiken de rijties van links naar
rechts. Aan jou de taak om na te gaan of elk rijtfie aan de gegeven regel
‘Als een kaart in het rijtje rood is, dan is de volgende kaart in het rijtje ook
rood.’ voldoet.
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Les 4: Als...dan...-beweringen

In de afgelopen lessen heb je al verschillende als...dan...-redeneringen en
als...dan...-beweringen gezien. In deze les gaan we daar eens wat beter
naar kiken: hoe gebruiken we als-dan in het Nederlands? En hoe schrijven we
als-dan in de wiskunde?

?
De wijze adviseurs A
Lang geleden in een land
hier ver vandaan was er een | @

koning die de wijsheid van | g0
zijn adviseurs wilde testen. Hij ‘
deed dat op de volgende | )
manier: hij blinddoekte alle | (| _/
adviseurs en schilderde een
witte of een zwarte stip op '
hun voorhoofd en verstopte ] 2 |
de verfspullen. Vervolgens S
liet hij ze de blinddoeken

afdoen en stelde hij hen

zodanig in een kring op dat /
iedereen, op zjn of haar /
eigen stip na, alle stippen
kon zien. Toen ging de
koning midden in de kring
staan en zei:

“Ik heb bijieder van jullie een
witte of een zwarte stip op
het voorhoofd geschilderd.
Ten minste één van de
stippen is zwart. Wie een
zwarte stip heeft, dient zo
snel mogelik naar voren te
stappen.”

Tekening: Erik C.W. Krabbe

Nu was het algemeen bekend onder de adviseurs dat ieder van hen perfect
logisch kon redeneren en dat ieder van hen zodanig eerzuchtig was, dat
hij/zij zo snel mogeliik naar voren zou stappen om zijn/haar kennis ten toon te
spreiden. Maar de adviseurs keken wel uit om voortijdig te gokken, want de
koning kon zeer slecht fegen een ongemotiveerd antwoord.
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@ Klassenopdracht:

We weten nog niet hoe de adviseurs er achter zijn gekomen wie een
zwarte stip heeft. Daarom verplaatsen we ons terug in de tijd. Jullie zijn de
adviseurs en de docent zal de koning spelen.

De adviseurs gaan zodadelijk in een kring staan en doen allen hun ogen
dicht. Je krijgt dan van de docent een sticker, die wit of zwart gekleurd is.
Daarna zal de docent, die de koning speelt, jullie de cruciale vraag
stellen wie een zwartfe stip heeft (ten minste één). Daarbij mag je wel
weer kiken, maar er mag natuurlijk niet gepraat worden.

Succesl!

# Opdracht 10:

a)Beschirijf in je eigen woorden waarom de adviseur met een zwarte stip
in de eerste ronde wist dat hij/zij een zwarte stip had.

b) Een adviseur met een zwarte stip wist in de tweede ronde dat er

of adviseurs met een zwarte stip waren. Kun je dat verklaren?

c)Beschriff de redenering van een adyviseurs met een witte stip in de
tweede ronde.

In het huiswerk wordt gevraagd de situatie te beschrijven als drie
adviseurs een zwarte stip hebben.
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Bij de wijze adviseurs hebben we gewerkt met gevalonderscheiding. We
begonnen met het eenvoudigste geval, namelik één adviseur met een
zwarte stip. Daarna keken we naar twee adviseurs met een zwarte stip. In het
huiswerk kijk je naar drie adviseurs met een zwarte stip. Zo kun je doorgaan
met vier, vijf, zes, ... , n adviseurs met een zwarte stip. Waarbij je dus oneindig
veel situaties hebt. Het is onmogelijk om die situaties allemaal op te schrijven.
Toch is deze manier van redeneren bruikbaar. Je begint met een bijzonder
geval (één adviseur met een zwarte stip) en je wilt naar het algemene geval
(n adviseurs met een zwarte stip). Dat noemen we redeneren met behulp van
inductie.

In de wiskunde wordt bij veel bewijzen van dit systeem gebruik gemaakt. We
noemen dat dan een bewijs met behulp van volledige inductie. In het bewijs
wordt dan aangetoond dat de bewering waar is voor het eenvoudigste
geval (bijzonder). Daarna neem je
aan dat de bewering ook waar is
voor het n-de geval en laat je zien
dat de bewering klopt voor het
(n+1)-de geval (algemeen). Je
kunt dit vergeliken met het vallen
van dominostenen. De eerste
steen valt (bijzonder). Als een
steen valt, dan valt ook de steen
daarachter. Dus: alle stenen vallen
(algemeen).

Als-dan

De adviseurs gebruikten een aantal als...dan...-redeneringen voordat zij de
juiste conclusie konden frekken. Ook veel beweringen hebben de vorm
als...dan.... In het Nederlands willen de woorden als en/of dan nog wel eens
verdwijnen terwijl ze wel bedoeld zijn. Dit komt omdat de woordvolgorde in
het Nederlands niet strikt is vastgelegd.

In het Engels en het Frans gebruikt men de woorden als en dan een stuk
preciezer. Het woordje als is in die talen altijd terug te vinden: if resp. si.
Dan -then resp. alors—is ook vaak terug te vinden in als...dan...-redeneringen
of -beweringen, maar wordt ook wel weggelaten. Daarnaast hebben het
onderwerp en de persoonsvorm een vrijwel vaste volgorde.
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Laten we de volgende bewering nogmaals bekijken:
- als ik hard fiets, dan kan ik het groene verkeerslicht halen

Zonder de betekenis van deze bewering te veranderen, kunnen we ook
schrijven:

- als ik hard fiets, kan ik het groene verkeerslicht halen

- fiets ik hard, dan kan ik het groene verkeerslicht halen

- ik kan het groene verkeerslicht halen als ik hard fiets

- zodra ik hard fiets, kan ik het groene verkeerslicht halen

- door hard te fietsen, kan ik het groene verkeerslicht halen

In spreektaal gebruiken we ook wel eens wanneer in plaats van als:
- wanneer ik hard fiets, kan ik het groene verkeerslicht halen

Het woordje als gaat echter uit van een veronderstelling: als dat het geval
zou zijn. De betekenis van wanneer is net wat sterker. We zullen in deze lessen
wanneer dus niet gebruiken.

De woorden als en dan worden hier gebruikt in redeneringen en beweringen.
Als en dan hebben daarin een geheel andere betekenis dan in bijvoorbeeld:
‘Peter is even groot als Harm, maar Peter is groter dan André.’

# Opdracht 11:

Blader nog eens terug naar jouw als...dan...-redeneringen uit opdracht 2
(pagina 8). Herschrijf deze redenering naar een vorm waarbij je niet met
als begint.

In de wiskunde wordt als-dan vaak geschreven met een pijl:
- ik fiets hard = ik kan het groene verkeerslicht halen

Een uitspraak in deze vorm noemen we een implicatie. De pijl wordt de
implicatiepijl genoemd. Deze pijl zal straks bij de waarheidstabellen voor een
korte notatie zorgen.
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# Opdracht 12:

Lees de onderstaande strip, die ook op de voorkant staat.

” C;EOTE— HWEL’, PA,WAH'{ s X

24€ JE AT I VREDENAAM AAN .
3.

| e AAN
’ o1e JONGEMAN DARI=
ZD{EE- QJEVERKAJILJT." DAT 1S~ EEM
TERRORIST . 2

e — s

LS —
Y £ NIET 2IEN, AT
093}"?1& verra verLye !

4.

De vader doet een nogal beschuldigende uitspraak. Zijn vitspraak kun je

omzetten in een als...dan...-bewer

ing.

a) Herschrijf de uitspraak van vader naar een als...dan...-bewering.

b)Kun je die vitspraak omdraaien?
Verklaar je antwoord.

Omdraaien betekent:

als -uitspraak 1-, dan -uitspraak 2-
wordt

als -uitspraak 2-, dan -uitspraak 1-
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# Opdracht 13:

Lees de onderstaande strip.

! HOE-'OE'! ‘ ”n
IK BEN “THULS .

s »
GEEN ANTWOORD .. - . DIE. HEEFT ER ZON HEKEL AAN
DN 1S HANS PUS THUS ... .~ ALS I HOE-OE | (K BEN THU(S™”?
“ T, ROEP, DAT-IE. NOOIT ANTWOORDT "4

a) Herschrijf de uitspraak van vader naar een als...dan...-bewering.

b) Wat is er mis met zijn redenering? Geef een duidelike toelichting.
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In opdracht 12 en 13 heb je gezien dat je moet oppassen met als...dan...-
beweringen. Je kunt ze niet zomaar omdraaien. In opdracht 12 was vader
duidelijk bevooroordeeld en was zijn argument een drogreden. In opdracht
13 trekt vader wel een erg voorbarige conclusie. De redenering staat als het
ware op haar kop. In les 5 zullen we wat conclusies over als...dan...-
redeneringen gaan opschrijven.

# Opdracht 14:

Maak zelf een strip waarin een redenering op haar kop staat.

Tekening: Chris Browne
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Les 5: Nog meer als...dan...-beweringen

Wanneer is een als...dan...-bewering waar¢ En wat maakt een als...dan...-
bewering onwaar? Om dat te onderzoeken gaan we terug naar de regel bijj
de kaartjes:

‘Als een kaart in het rijtje rood is,
dan is de volgende kaart in het rijtje ook rood.’

# Opdracht 15:

a)lLeg uit waarom deze regel over gaat in een ware bewering voor de
rijtjes:

RI|R||R|[R|[R|en|G||G||G|G|G.

b)Noem IE een kaart is rood, en een kaart is groen.
Verder betekent B @ het ernaast gelegen kaartje is rood, en
B het ernaast gelegen kaartje is groen.
Hiermee herschrijven we de regel met de implicatiepijl tot: @ = B |E

Vul de volgende zinnen aan:

1) Een kaart in het rijtie is rood, de volgende kaart is dan .
We noemen dat modus ponens (bevestigende modus). Je gebruikt

gewoon:[R]= [.][R].

2) Een kaart in het rijftje is groen, de vorige kaart is dan .
We noemen dat modus tollens (ontkennende modus). Je zegt dan
eigenlijk de volgende kaart is niet rood, dus de vorige ook niet. Je leest
de regel ontkennend van rechts naar links. Kort opgeschreven:
nie’r—@c nie’r—m IE oftewel:

<: B oftewel: B = .

3) Een kaart in het rijtje is groen, de volgende kaart is dan of

. Kort opgeschreven: |G| = (m @ of B )

4) Een kaart in het rijtje is rood, de vorige kaart is dan rood of groen.

Kort opgeschreven:
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In opdracht 15 hebben we alleen ware beweringen bij de gegeven regel
bekeken. Een rijtje waarin een groene kaart op een rode kaart volgt, voldoet

niet aan de regel. Kort opgeschreven: E = Q is onwaar.

Hetzelfde kunnen we doen met de meetkundige redeneringen en
beweringen uit les 2 en 3. Laten we nogmaals kiken naar de volgende twee
beweringen:

- ‘Als ik een driehoek heb, dan is de hoekensom 180°.’

- 'In elke vierhoek snijden de diagonalen elkaar middendoor.’

# Opdracht 16:

a)Laat zien dat je de bewering ‘Als ik een driehoek heb, dan is de
hoekensom 180°." niet zomaar om kan draaien.

b) Je kunt deze bewering wel ontkennend omdraaien (modus tollens).
Schrijf die bewering in de als...dan...-vorm op.

c)ls de bewering ‘Als ik een driehoek heb, dan is de hoekensom 180°.’
waar voor een ruite Geef een duidelike toelichting.

De tweede bewering ‘In elke vierhoek snijden de diagonalen elkaar
middendoor.” was in het algemeen onwaar, maar kon waar gemaakt
worden door een vierkant of een rechthoek te kiezen.
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In opdracht 15 heb je een als...dan...-bewering al verkort met de
implicatiepijl. Laten we nu eens naar de algemene vorm kijken:

als A, dan B

A en B zijn vitspraken die je vrij mag invullen.

y

# Opdracht 17:

Geef intuitief aan of de volgende beweringen waar of onwaar zijn. Ga
daarbij uit van de bovenstaande vorm: als A, dan B.

a)A, dus: B Waar / Onwaar
b)B, dus: A Waar / Onwaar
c)niet-A, dus: niet-B Waar / Onwaar
d) niet-B, dus: niet-A Waar / Onwaar
e)A, dus: niet-B Waar / Onwaar
f) niet-A, dus: B Waar / Onwaar

g)niet-A, dus: A = Bis waar Waar / Onwaar
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# Opdracht 18:

Vul dit schema nogmaals in als je voor A en B de volgende uitspraken
neemt:

A: het sneeuwt

B: Sandra komt niet naar school

Dus: als het sneeuwt, (dan) komt Sandra niet naar school.

a)A, dus: B Waar / Onwaar
het sneeuwt, dus: Sandra komt niet naar school
b)B, dus: A Waar / Onwaar

Sandra komt niet naar school, dus: het sheeuwt

c)niet-A, dus: niet-B Waar / Onwaar
niet-(het sneeuwt), dus: niet-(Sandra komt niet naar school)
het sneeuwt niet, dus: Sandra komt (wel) naar school

d) niet-B, dus: niet-A Waar / Onwaar
Sandra komt (wel) naar school, dus: het sneeuwt niet

e)A, dus: niet-B Waar / Onwaar
het sneeuwt, dus: Sandra komt (wel) naar school
f) niet-A, dus: B Waar / Onwaar

het sneeuwt niet, dus: Sandra komt niet naar school

g)niet-A, dus: A = Bis waar Waar / Onwaar
het sneeuwt niet, dus:
‘als het sneeuwt, (dan) komt Sandra niet naar school’ is waar

h) Vergelijk je antwoorden met opdracht 17. Probeer eventuele verschillen
te verklaren.

i) Bespreek de verschilen met een o o O
klasgenoot.
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Uit een als...dan...-bewering kun je dus alleen een juiste conclusie frekken als
A en B beide waar zijn (modus ponens), of als B niet waar is en A dus ook niet
(modus tollens). Bij modus ponens lees je de bewering netjes van links naar
rechts. Bij modus tollens lees je de bewering ontkennend van rechts naar links.

De als...dan...-bewering zelf is in veel gevallen waar. Zij is vanzelfsprekend
waar als A en B waar zijn. Daarnaast kan zij nooit waar zijn als A wel waar is,
maar B niet. Maar de als...dan...-bewering is ook waar als A niet waar is. Het
maakt dan namelik niet uit welke conclusie je frekt, want de als...dan...-
bewering zegt niets over niet-A.

‘Als het sneeuwt, (dan) komt Sandra niet naar school.” is dus alleen onwaar
als Sandra naar school komt terwijl het sneeuwt. Als het niet sneeuwt, weet je
niet of Sandra wel of niet naar school komt. De gehele als...dan...-bewering is
dan dus waar.

Ga dit laatste zelf na bij de volgende twee voorbeelden:
- ‘Als je dit medicijn neemt, (dan) word je beter!’
- ‘Als je op het schoolfeest een biertje wilt
bestellen, (dan) moet je minimaal 16 jaar
zijn.'

Equivalentie

Naast de gewone als...dan...-beweringen (A = B) heb je ook nog juist dan
als. We spreken dan van een dubbele implicatie of equivalentie. Er moet dan
gelden: A = B, maar ook: B = A. Je kunt dat korter opschrijven met de
dubbele implicatiepill: A < B. Deze pill ga je bij de waarheidstabellen
gebruiken.

Laten we de bovenstaande voorbeelden eens omdraaien:

- ‘Als je beter wordt, (dan) neem je dit medicijn!’ oftewel:
‘Als je beter wilt worden, (dan) neem je dit medicijn!’
Dat is natuurlik onzinl Wie zegt dat je alleen beter wordt als je dat
specifieke medicijn neemte Deze bewering is dus niet equivalent.

- 'Als je minimaal 16 jaar bent, (dan) mag je op het schoolfeest een
biertje bestellen’
Deze bewering is wel waar, dus equivalent.

AdM 2006/2007 Pagina: 33




Wiskunde & Filosofie:

Logi
ogica \/q

# Opdracht 19:

Bekijk de volgende wiskundige bewering:

‘Als x < 5, dan x is even.’
oftewel: ‘x <5 = xis even’

a)Voor welke positieve gehele getallen x is deze bewering waar?

b) Wanneer is deze bewering onwaar?

c)ls de als...dan...-bewering dus waar of onwaar? Verklaar je antwoord.

d) Wat gaat er hier mis met modus tollens?

# Opdracht 20:

Blader nog eens door de lessen. Zijn we al equivalente beweringen tegen
gekomen? Misschien heb je ze zelf wel opgeschreven.

Geef hieronder aan welke als...dan...-beweringen equivalent zijn. Geef
een duidelijke toelichting.

AdM 2006/2007 Pagina: 34




. Wiskunde & Filosofie:
MW Bet campo Logica q
vV

# Opdracht 21: Uit de school geklapt!

Los de onderstaande puzzel op.

Les leraren vergaderden in de personeelskomer aan een lange
rechthoekige tafel over de bevordering van enkele leerlingen uit klas
A4M. Kun je aan de hand van de onderstaande aanwijzingen in de
tekening aangeven wie waar zat en welk vak hij of zij geeft?

Met ‘leraar’ kan zowel een man als een vrouw bedoeld worden.
Verder zijn de combinaties niet op waarheid gebaseerd.

Aanwijzingen:

1) Mevrouw Rohof geeft geen Aardrijkskunde.

2) Niemand zat tegenover een leraar van dezelfde sekse.

3) Aan elke lange zijde van de tafel zit een man en een vrouw.

4) Degene die Wiskunde geeft, zat niet aan een van de korte zijden van
de tafel.

5) Mevrouw Holwerda zat aan dezelfde zijde als degene die Filosofie
geeft, terwijl de heer Boetje, die tegenover de leraar Geschiedenis zat,
zich aan dezelfde zijde bevond als degene die Engels onderwijst.

6) De heer Wiikstra, die geen Wiskunde geeft, zat aan de raamzijde.

7) De Aardrikskundeleraar had mevrouw Zwaal als buurvrouw fer
linkerzijde. Ze zaten niet aan dezelfde zijlde van de tafel.

8) De leraar die nog niet is genoemd, is de heer Hegeman. Het nog niet
genoemde vak is Maatschappijleer.

RAAM

Om over na te denken:
Welk verband bestaat er tussen deze puzzel en als...dan...-redeneringen?
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Huiswerk 3

Huiswerk 3 bestaat uit de volgende twee opdrachten:

Huiswerk 3a: De wijze adviseurs

In de klassenopdracht en in opdracht 10 aan het begin van les 4 heb je
gekeken naar de wijze adviseurs. Je hebt daar de situatie beschreven als
er één adviseur een zwarte stip had en als er twee adviseurs een zwarte
stip hadden. Maar hoe zit het met drie zwarte stippene Geef in Brainbox
een duidelijke beschrijving bij drie adviseurs met een zwarte stip hoe de
adviseurs weten wie een zwarte stip heeft. Geef onder andere antwoord
op de volgende vragen:

- Wat ziet/weet een adviseur met een zwarte stip?

- Wat ziet/weet een adviseur met een witte stip?e

- Wanneer stappen er adviseurs naar voren?

Huiswerk 3b: Uitgaan

Los de onderstaande puzzel op. Geef in Brainbox duideliik aan hoe je aan
je oplossing gekomen bent.

Petra wil vrijdagavond vuitgaan en belt haar
vrienden met de vraag wie er zin heeft om
mee te gaan. De vrienden hebben
allemaal zo hun eisen. Dit zijn de e GRTE etishe
antwoorden die Petra krijgt:
Marieke: ‘Ja, ik wil wel mee als we
minimaal met z'n drieén zijn. En als
Omar meegaat, dan moet
Natasja ook meegaan.’
Natasja: ‘Ja, ik ga mee,
maar alleen als Omar én
Marieke ook meegaan.’
Omar: ‘lk ga mee,
maar niet als Marieke

en Natasja allebei
meegaan.’

Ik ga mee,
maar niet als

allebei meegaan.

Wie gaan er op stap en
wie blijven er thuise
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Les 6: Formules in de Propositielogica

De afgelopen lessen heb je al verschilende beweringen bekeken. Ook
hebben we gezien dat we beweringen konden combineren. Van de
beweringen ‘een kaart in het rijfje is groen’ en ‘de vorige kaart in het rijtie is
groen’ hebben we bijvoorbeeld gemaakt: ‘Als een kaart in het rijtie groen is,
dan is de vorige kaart in het rijie ook groen.’ Als-dan verbindt de twee
beweringen en noemen we een connectief. Andere connectieven die we al
gezien hebben zijn: ‘en’, ‘of’, ‘niet’ en ‘juist dan als’. Laten we de symbolen
voor deze connectieven eens op eenrijtje zetten.

Symbool: Uitspraak:
A ..en ...
VA ...of ...
- ... niet-...
o als..., dan ...
LS. ... juistdan als ...

Deze symbolen gaan we gebruiken om beweringen om te zetten naar
formules van de Propositielogica (‘uitsprakenlogica’). De waarheid van zo'n
formule kunnen we vervolgens met een waarheidstabel bepalen. We gaan
dus praten in de taal van de Propositielogica. Bij de connectieven ‘en’ en
‘of' moeten we oppassen. In de gewone taal geeft ‘en’ vaak, naast de
samenvoeging van twee deelbeweringen, ook een ftijdsvolgorde aan. De
gebeurtenis uit de tweede zinshelft vindt dan later plaats dan de gebeurtenis
uit de eerste zinshelft. Een tweetal voorbeelden:

- Femke en Lotte komen naar het feest.

- Pieter kwam de kamer binnen en deed het licht aan.

In de eerste zin staan de deelbeweringen ‘Femke komt naar het feest’ en
‘Lotte komt naar het feest’ op zichzelf. Dit ‘en’ (oftewel: A) gebruiken we in de
Propositielogica. In de tweede zin volgen de twee deelbeweringen ‘Pieter
kwam de kamer binnen’ en ‘Pieter deed het licht aan’ op elkaar. Dit
tijdselement kunnen we niet in de Propositielogica uitdrukken.
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Het connectief ‘of’ kan ook voor verwarring zorgen. In het Nederlands heeft
‘of' namelijk twee betekenissen. Kijk maar eens naar de volgende twee
voorbeelden:

- Kinderen hebben alleen toegang met hun vader of hun moeder.

- Voor je verjaardag krijg je een iPod of nieuwe schoenen.

De zinnen kun je als volgt herschrijven:
- Kinderen hebben alleen foegang met hun vader en/of hun moeder.
- Voor je verjaardag krijg je of een iPod of nieuwe schoenen.

In de eerste zin kan een kind alleen met zijn vader, alleen met zijn moeder,
maar ook met beide ouders naar binnen. Dit ‘of' noemen we het logische
‘of' (oftewel: v). In de vraag: ‘Wil je suiker of melk in je koffiee’ komt de
betekenis van dit ‘of’ nog duidelijker naar voren.

Bij de tweede zin zul je een keuze moeten maken. Het zal niet de bedoeling
ziin dat je beide cadeaus krijgt. Dit ‘of’ noemen we het exclusieve ‘of’. In
deze lessenserie zullen we alleen het logische ‘of’ (en/of) bekijken.

Een formule in de Propositielogica bestaat dus uit deelbeweringen/uitspraken
die we aangeven met hoofdletters A, B, C, ... en connectieven. Die
hoofdletters noemen we propositieletters. Laten we twee van de
bovenstaande zinnen eens vertalen naar een formule in de Propositielogica:

1) Nederlandse zin: ‘Femke en Lotfte komen naar het feest.’
A: Femke komt naar het feest
B: Lotte komt naar het feest
Al €en
Formule: A A B

2) Nederlandse zin:
‘Kinderen hebben alleen toegang met hun vader of hun moeder.’
A:kinderen hebben alleen toegang met hun vader
B: kinderen hebben alleen toegang met hun moeder
v: of
Formule: A v B
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Soms zul je een zin eerst moeten herschrijiven voordat je hem kunt vertalen
naar een formule. Een voorbeeld:
- Marloes fietst als haar auto kapot is of als het mooi weer is.

Hier staat dus een als...dan...-bewering:
- Als Marloes’ auto kapot is of als het mooi weer is, dan fietst Marloes.

We gaan nog een stapje verder:
- Als (Marloes’ auto kapot is of het mooi weer is), dan fietst Marloes.

Deze bewering kunnen we uitsplitsen naar de volgende deelbeweringen:
A:Marloes’ auto is kapot
B: hetis mooi weer
C:Marloes fietst

Met de connectieven voor ‘als-dan’ (=) en ‘of (v) krijgen we nu de
volgende formule:
- (AvB)=>C

# Opdracht 22:

Vertaal de onderstaande zinnen naar een formule in de Propositielogica.
Geef eerst aan wat de deelbeweringen zijn. Gebruik voor de
connectieven de symbolen van pagina 37.

a) Als ik een driehoek heb, dan is de hoekensom 180°.
A:
B:

Formule:

b)Kim zit 's ochtends op school of spijbelt.

c)Als ik ‘Hoe-oe! Ik ben thuis!” roep en Hans is thuis, dan geeft hij geen
antwoord.
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d)lk heb een witte of een zwarte stip zodra de koning fen minste één
zwarte stip schildert.

Vergeet de zin niet eerst te herschrijven!

e) Als je op het schoolfeest een biertje wilt bestellen, moet je minimaal 16
jaar zijn.

Let op de equivalentiel

f) Hetis niet zo dat Tamara Stefan haat of de rug toekeert.

Herschrijf: niet-(

P:
Q:

Formule:

g)Het is niet zo dat als Philip de tafel heeft gedekt, hij niet hoeft af te
wassen of af te drogen.
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Les 7: Waarheidstabellen

In de vorige les hebben we beweringen omgeschreven naar formules in de
Propositielogica. Aan zo'n formule kun je vaak niet in een keer zien wanneer
zij een ware bewering oplevert. De waarheidstabellen zijn hiervoor een mooi
instrument.

s ‘*3'%;&__
In de waarheidstabellen gaan we rekenen met f
de waarheidswaarden 0 (= onwaar) en 1 (= b M\
waar). De Engelsman George Boole (1815-1864)
was hiervan de bedenker. Boole verbond in veel
van zijn boeken de wereld van de Logica met de
Wiskunde. Zijn wiskundige kennis heeft hij daarbij
vooral met  zelfstudie opgebouwd. De
Booleaanse algebra’s worden ook nu nog in
verschillende wiskundige disciplines gebruikt. Ook
vormen ze een belangrik fundament voor
logische schakelingen in computers.

In de eerste les hebben we al gezien dat een bewering waar of onwaar kan
zijn. Deelbewering A, B, C, ... kunnen dus ook waar (1) of onwaar (0) zjn.
Maar wat gebeurt er met de waarheidswaarden als we deelbeweringen
samenvoegen met de connectieven?

en (A)
A A Bis alleen waar als zowel A als B waar is. Kik nog | Waarheidstabel
maar eens naar het voorbeeld: ‘Femke en Lotte | voor ‘en'’:
komen naar het feest." Deze bewering is alleen waar | 4 | g A
als zowel Femke als Lotte naar het feest komf.
Hiernaast zie je de waarheidstabel voor ‘en’. We
moeten hiervoor 2 x 2 = 4 mogelikheden bekiken,
zoals je hieronder in het boomdiagram kunt aflezen.

B

olo|lo|—=|>

1
1
0
0

A B AB
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A

of (v) Waarheidstabel
A v B is in drie van de vier gevallen waar. Alleen als | voor ‘of’:
zowel A als B onwaaris, is A v B onwaar. Kik nhog maar Al B AvB
eens naar het voorbeeld: ‘Kinderen hebben alleen 1 1 1
foegang met hun vader of hun moeder.’ Een kind ] 0 ]
mag alleen niet naar binnen als zowel zijn vader als 0 ] ]
zijn moeder niet meegaat. o 1 o 0
Waarheidstabel niet () _ ,
voor ‘niet": —-A geeft de ontkenning van A. Wat waar is, wordt
onwaar. Wat onwaar is, wordt waar.
A —A
1 0
0 1
als..., dan... (=)
In opdracht 17 en 18 heb je al gezien dat je moet | waarheidstabel
oppassen bij als...dan...-beweringen. A = B is | yoor ‘als..., dan...”:
natuurlijk waar als zowel A als B waar is. Maar A = B is
ook waar als A onwaar is! Je kunt je misschien het Al B| A=B
beste afvragen: ‘Wanneer lieg ik in ieder geval niet?’ 1] 1 1
Probeer dat maar eens bij het volgende voorbeeld: 1 0 0
‘Als je friet met een hamburger bestelt, dan raad ik je 0 1 1
de hamburgerschotel aan.’ Ik lieg dan alleen als je 010 1
wel friet met een hamburger bestelt, maar ik je géén
hamburgerschotel aanraad.
Waarheidstabel juist dan als (<)
voor ‘juist dan als’: | Voor A < B (equivalentie) moet A = B gelden, maar
00k B = A.
A|B|AoB A < Bis dus alleen waar als A en B beide waar zijn en

1 als A en B beide onwaar zijn.

o= |O|—

1
1 0
0 0
0 1
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a)Vul voor de formule

b)Dus: —A <

A —A

_|_|A

——A de onderstaande waarheidstabel in.

(wet van de dubbele negatie)

c) Vul voor de formule —(A A B) de onderstaande waarheidstabel in.

A B AAB —(AAB)
1 1
1 0
0 1
0 0

d) Vul voor de formule —A v —B de onderstaande waarheidstabel in.

A B —A —B —Av B
1 1
1 0
0 1
0 0

Hieruit volgt: «(AAB) <

(wet van De Morgan).

e)Kik nog eens naar de laatste kolom van opgave ¢ en van opgave d.

A4M

2006/2007
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# Opdracht 24:

In opdracht 15 heb je vier beweringen bij de regel van de kaartjes ‘Als
een kaart in het rijtie rood is, dan is de volgende kaart in het rijtie ook
rood.” bekeken. Je hebt daarbij de schriffwize al verkort met de
implicatiepijl. We gaan die vier beweringen in deze opdracht in
waarheidstabellen verwerken. Noem:

A: een kaart is rood (@)

B: het ernaast gelegen kaartje is rood (B @)

a) Vul de volgende zinnen aan:
In plaatfs van een kaart is groen () kunnen we schrijven: een kaart is
niet-rood, oftewel: _ . (Gebruik het symbool voor niet.)
In plaats van het ernaast gelegen kaartje is groen (m ) kunnen we

schrijven:

oftewel:

b)Herschrijff de vier beweringen naar formules met A en B. Maak daarbij
gebruik van de symbolen voor de connectieven.

1)[R] = [.J[R] wordt
2)B:wordf

3) G => (D@ of B ) wordt
4) LJR)= (R]of[G)) worct

c) Vul de onderstaande waarheidstabellen in voor 1) en 2).

1) 2)
AlB]| A=B A | B
1|1

110

0|1

0O
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Bij de tweede waarheidstabel werd het al lastig om die uit je hoofd in te
vullen. Laten we daarom bij de derde bewering naar een handig systeem
gaan kijken.

De derde bewering heb je in opdracht 24 herschreven tot: -A = (B v —-B ).

Deze bewering bestaat uit twee deelbeweringen. Hierdoor zijn er vier

mogeliikheden die we moeten onderzoeken. Onderstaande stappen zijn in

de waarheidstabel met cursieve nummers aangegeven:

1) Begin je waarheidstabel altijd met links de propositieletters en rechts de
formule.

2) Zet onder de propositieletters alle mogelike combinaties van
waarheidswaarden.

3) Schrijff deze waarheidswaarden over onder de letters in de formule.

4) Bepaal nu de waarheidswaarden van de rest van de formule. Begin
daarbij met de kleinste deelformules. Let op de haakjes; die krijgen ook in
de Propositielogica voorrang.

In dit voorbeeld beginnen we dus met - van —-A en —B.

5) Vervolgens is v aan de beurt. Het gaat hier om de ‘of’ van de kolommen
direct voor en na het v-symbool.

6) Als laatste de implicatie. Het gaat hier om de implicatie tussen de kolom —
van —A en de kolom v van (B v —B ).

Waarheidstabel: )
] ] 2
! ! a ] # iy
letters: formule: we EINGEIN L
: 1 o1 1 1101 T W R g
1 11 11 ~&F
0o |o 0 0 \ “%?. Iy B
0 1 [1o1 110 _.?\%ﬁ-@%
: i
0 0 101 0110 | -2l O e
) ) Mt T ”"“F_’gi_"?
2 2 436 3543 L

Gelukkig verschijnen er hier in de vetgedrukte kolom alleen maar 1-fjes. We
weten namelijk al dat het niet vitmaakt of er na een groene kaart een rode
of een groene kaart volgt. Deze bewering is dus voor elke combinatie van A
en B waar! Een uitspraak die altijd waar is noemen we een tautologie. De
eenvoudigste tautologieén zijn van de vorm P = P. Neem voor P bijvoorbeeld
‘ik praat’. Dan krijg je: ‘Als ik praat, dan praat ik’. Zie daar nog maar eens een
speld tussen te krijgen!
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# Opdracht 25:

a)Probeer de waarheidstabel voor de vierde bewering uit opdracht 24 nu
zelf in te vullen.

b)ls deze bewering een tautologie? Verklaar je antwoord.

* Hok -0OE! .
K pEN “THULS |
# Opdracht 26:

Kijk nog eens naar je formule bij opdracht 22c, die hoort bij de bewering:

‘Als ik ‘Hoe-oel Ik ben thuis!’ roep en Hans is thuis, dan geeft hij geen
anfwoord.’

a)Neem deze formule hier over:

b) Uit hoeveel deelbeweringen bestaat deze formule?

c)Hoeveel waarheidswaarden kan elke propositieletter hebben?

d) Hoeveel mogeliikheden moeten we dus onderzoeken?

e) Vul de waarheidstabel op de volgende bladzijde in.
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f) In welk(e) geval(len) verschint er een 0 onder de implicatiepije
Verklaar je antwoord.

g)ls deze bewering een tautologie?¢ Verklaar je antwoord.

A
of e
Lieg niet tegen
e de
waarfieid fomt
er toch wel it 3

_"l- i, s B

T
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# Opdracht 27:

Kijk nog eens naar je formule bij opdracht 22g, die hoort bij de bewering:

‘Het is niet zo dat als Philip de tafel heeft gedekt, hij niet hoeft af te
wassen of af te drogen.’

a)Neem deze formule hier over:

b) Maak bij deze formule een waarheidstabel.

c) Wanneer is deze bewering waar?
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Huiswerk 4

Huiswerk 4 bestaat uit de volgende opdracht:

Huiswerk 4: Propositielogica

In deze Brainboxopdracht word je gevraagd zelf een bewering met
minimaal twee connectieven te verzinnen. Vervolgens ga je jouw
bewering vertalen naar een formule in de Propositielogica en op
waarheid onderzoeken met behulp van een waarheidstabel.

Houd dit boekje bij de hand, want je zult af en toe iets terug moeten
zoeken.

In deze opdracht zul je in Brainbox de vergelikingseditor ‘WebEQ' en de
optie ‘Tabel maken' nodig hebben. Hieronder staan schermafbeeldingen
van deze functies.

Momaal | |3;| |Times NewFoman | B 7

=
I
i
i
i
Il
(Teat]
m
(Th]
m

"ﬁ“eef opties =]
Door op het pijltie onder de tekstopties te klikken verschijnen er meer
opties.
fNomaal =] |3=] [TimesNewFoman =] B 7 U = = = = = iE iE
@4 B« o« @ 02 £ A Jx| s <htm= voorbeeld
Tabel maken ;I

‘Tabel maken’ en ‘WebEQ'.
Op de volgende pagina vind je hiervan schermafbeeldingen.
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3 ¥ergelijkingseditor - Microsoft Internet Explorer - |I:I|5|

58 Vergelijkingseditor voor WebEQ

[

Vergelijking bewerken: |—— "ergelijking kiezen'

Maam van vergelijlking: |

Tekengraatte: ITB "I Breedte aanpassen: |1IIIIII% "I Hoogte aanpassen: |1IZIIZI°/3 "I

Waarschuwing: b

Powered by i Toevoegen ]  Wijzigen |  Annuleren )

Hierboven zijn de symbolen voor de connectieven omcirkeld.
Propositieletters kun je gewoon met het toetsenbord intypen.
Het kan soms even duren voordat ‘WebEQ’ geladen is.

0 Tabeleigenschappen
Rijen |3
Kolommen |3

Tabelkenmerken |b|:|rder=1 cellPadding=1 cellSpacing=1 widt

Celkenmerken I

Bijschrift I
@) Verzenden

Klik op Yerzenden om te valtooien. Klik op Annuleren om af te sluiten.

Vul het aantal rijen en kolommen in en druk op ‘Verzenden’ om een tabel
in te voegen. De Tabelkenmerken hoef je niet te veranderen.
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Les 8: Tot slot

In huiswerk 3 heb je de onderstaande puzzel informeel opgelost. Laten we
eens kiken of we met onze kennis over formules en waarheidstabellen
diezelfde puzzel nu formeel met behulp van de Propositielogica kunnen
oplossen.

Petra wil vrijdagavond uitgaan en belt haar vrienden met de vraag wie er
zin heeft om mee te gaan. De vrienden hebben allemaal zo hun eisen. Dit
zijn de antwoorden die Petra krijgt:

Marieke: ‘Ja, ik wil wel mee als we minimaal met z'n drieén zijn. En als Omar
meegaat, dan moet Natasja ook meegaan.’

Natasja: ‘Ja, ik ga mee, maar alleen als Omar én Marieke ook meegaan.’
Omar: ‘lk ga mee, maar niet als Marieke en Natasja allebei meegaan.’

Petra wil sowieso uitgaan en laat zich leiden door de eisen van haar vrienden.
Laten we daarom de vrienden van Petfra de volgende propositieletters
geven: M: Marieke

N: Natasja

O: Omar
Marieke, Natasja en Omar
zijn equivalent met hun eisen. Mo (O=N)
Door deze eisen om te zetten
in formules, kunnen we met
een waarheidstabel op zoek
gaan naar de situatie waar
aan alle drie de eisen is
voldaan.

Marieke is equivalent met de
eis: ‘Als Omar meegaat, dan
moet Natasja ook
meegaan.’ Korter: ‘Als Omar,
dan Natasja.” Door Marieke
hieraan equivalent te stellen
en de drie eisen samen fte
bekiken, kunnen we het
stukje  ‘minimaal met  z'n
drieén’ buiten beschouwing
laten.

In formulevorm: M« (O = N).
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# Opdracht 28:

a) Geef op dezelfde manier de formules bij de eisen van Natasja en
Omar.

Laat je formules voordat je verder gaat door de docent controleren.

b) Vul de waarheidstabel verder in.

M [N |O M<:>(O:>N)
1 1 1
1 1 0
1 0 1
1 01]0
0 1 1
0 1 0
01]0 1
0]l 0]0O0

c)Hoe kun je nu aflezen met wie Petra op stap gaat? Verklaar je
antwoord.
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In de vorige opdracht heb je gekeken naar de situatie wanneer alle drie de
formules waar zijin. We hebben dus de ‘en’ genomen van die drie formules.
Met de waarheidstabel kon je zo de oplossing snel aflezen.

Hiermee zijn we aan het einde gekomen van deze lessenserie. Centraal
stonden de als...dan...beweringen. Je hebt als...dan... gebruikt bij de
kaartjes, bij verschillende beweringen, bij (meetkundige) bewijzen, bij de wijze
adviseurs, bij verdraaide redeneringen en bij ... . Hopelijk heb je onthouden
dat in het Nederlands de woorden als en dan in als...dan...-beweringen lang
niet altijd zichtbaar zijn.

De Propositielogica heeft je uiteindeliik met de waarheidstabellen een handig
hulpmiddel gegeven om ingewikkelde problemen eenvoudig te kunnen
oplossen. Ook daar moest je bij de waarheidstabel voor = (als..., dan...)
oppassen! Doe er je voordeel mee.
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Extra opgaven

# Opdracht 29:

a)Vul voor de formules —(AvB) en —AAn—-B de onderstaande
waarheidstabel in.

A B —~(AvB) | -AA-B

b) Welke conclusie kun je nu frekken?

c)Laat met behulp van een waarheidstabel zien dat de volgende twee
formules equivalent zijn:

AsBen (A=B)A(B= A)

d)Laat met behulp van een waarheidsta dgt de volgende twee
formules equivalent zijn:

P:>Q en —|Q:>—|P

e)Laat met behulp van een waarheidstabel zie de volgende
formule een tautologie is:

P=P

f) Laat met behulp van een waarheidstabel zien dat de volgende
formule een tautologie is:

(A=>B)= (-AVB)
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# Opdracht 30:

De koning van een ver land heeft met zijn
dienaar het idee opgevat om zijn gevangen
logische puzzels te laten oplossen. Een
gevangene krijgt de keuze om een van de twee
deuren te openen. Achter de ene deur zit een
prinses, achter de andere deur zit een tijger. Als
een gevangene goed logisch kan redeneren en
de deur met de prinses weet te openen, dan blijft
hij leven en mag hij met haar trouwen. Doet hij
de verkeerde deur open, dan wordt hij ten prooi
geworpen aan de fijger.

Los de onderstaande puzzels eerst informeel op. Probeer vervolgens je
antwoord met een waarheidstabel te confroleren.

a)Een van de onderstaande uitspraken is waar. De andere niet.
Welke deur moet de gevangene kiezen?

Deur 1: In deze kamer zit een
prinses en in de andere
kamer zit een tijger.

Deur 2: In een van de twee
kamers zit een prinses en in
de andere een tijger.

b) Onderstaande uitspraken zijn beide waar of beide onwaar.

Welke deur moet de gevangene kiezen?

Deur 1: In minstens één van
de twee kamers zit een
prinses.

Deur 2: In de andere kamer
zit een tijger.

¢) Onderstaande uitspraken zijn beide waar of beide onwaar.

Welke deur moet de gevangene kiezen?

Deur 1: Een of twee van de
volgende uitspraken zijn
waar:

- Er zit een tijger in deze
kamer.

- Er zit een prinses in de
andere kamer.

Deur 2: In de andere kamer
zZit een prinses.
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# Opdracht 31:

In Kitty's huis lopen nogal wat katten rond.

Leven katten eten geen Kitkat.

Les katten eten geen KatDiner.

Vijf katten eten geen FreshFood.

Vier katten eten noch Kitkat noch FreshFood.

Drie katten eten noch Kitkat noch Katdiner.

Twee katten eten noch Katdiner noch FreshFood.

Eén kat eet noch Kitkat, noch Katdiner, noch Freshfood.
Geen enkele kat eet alle drie de soorten kattenvoer.

Hoeveel katten heeft Kitty?

T e BT
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